
Indholdsfortegnelse
ImplementeringÊafÊdæmpningÊdelÊII1.
Modalkobling-
DeÊdæmpedeÊegenværdierÊogÊegenvektorer-
ToÊdæmpningsmodeller-
GennemgangÊafÊopgaveÊ2ÊiÊprøvesætÊ1-

GennemgangÊafÊopgÊ2ÊiÊprøveksamensætÊ12.

ImplementeringÊafÊdæmpningÊdelÊ21.

ViÊbetragterÊdæmpetÊegensvingningÊafÊetÊLTI-MDOFÊsystemÊmedÊ𝑛 DOFÊ(hvorÊ𝑛 ∈ ℕ), hvorvedÊbevægelsesystmeetÊerÊgivetÊved

𝑀𝑥̈(𝑡) + 𝐶𝑥̇(𝑡) + 𝐾𝑥(𝑡) = 0 (1.1)

HvorÊ𝑀 erÊvoresÊmassematrice,ÊCÊerÊvoresÊdæmpningsmatriceÊogÊKÊerÊvoresÊstivhedsmatrice.ÊDisseÊerÊkvadratiske,ÊviÊharÊaltsåÊÊÊM, C, K ϵℝ௡·௡

DetÊudæmpedeÊegenværdiÊproblemÊforÊsystemÊ(1.1)ÊerÊgivedÊved

൫𝐾 − ω௝
ଶ𝑀൯𝜙௝ = 0 (1.2)

ViÊsamlerÊvoresÊegenværdierÊ(𝜆௝ = 𝜔௝
ଶ iÊvoresÊspektralÊmatrice:

Λ = ቎

𝜆ଵ 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜆௝

቏

(1.3a)

MedÊΛ ∈ ℝ௡×௡

ViÊsamlerÊvoresÊegenvektorerÊiÊmodalmatricen

Φ = [𝜙ଵ, 𝜙ଶ … 𝜙௝] (1.3b)

MedÊΦ ∈ ℝ௡×௡

ModalmatricenÊerÊaltsåÊenÊmatriceÊmedÊegenvektorerÊsomÊkolloner

MedÊafsætÊIÊ(1.3b)ÊharÊviÊ
DenÊmodaleÊmassematrice

𝑀෩ = Φ்𝑀Φ (1.4a)

OgÊdenÊmodaleÊstivhedsmatrice

𝐾෩ = Φ்𝐾Φ (1.4b)

BeggeÊdisseÊ(1.4aÊogÊ1.4b)ÊerÊdiagonaleÊmatricer.ÊYdermereÊharÊviÊdenÊmodaleÊdæmpningsmatrice

𝐶ሚ = Φ்𝐶Φ (1.4c)

KlassiskÊdæmpning
DæmpningenÊerÊklassiskÊsåfremtÊatÊ𝐶ሚ erÊdiagonal.

ViÊmindes,ÊatÊløsningenÊtilÊ(1.1)ÊkanÊskrivesÊsom

𝑥(𝑡) = Φ𝑞(𝑡) = ෍ 𝜙௝𝑞௝(𝑡)

௡

௝ୀଵ

(1.5)

HvorÊ𝑞௝ betegnesÊdetÊj'teÊmodaleÊflytningskoordinat.

ForÊsystemÊ(1.1)ÊmedÊ𝐶 = 0,ÊvedÊviÊatÊ𝑞௝(𝑡) = 𝐴௝ cos( 𝜔௝𝑡 − 𝜃௝)

HvadÊhvisÊ𝐶 ≠ 0 ogÊdæmpningÊerÊklassik?

ViÊindsætterÊ(1.5)ÊIÊ(1.1),Êhvorved

𝑀Φ𝑞̈(𝑡) + 𝐶Φq̇(𝑡) + 𝐾Φ𝑞(𝑡) = 0
ViÊpræmultiplicererÊmedÊΦ்

Φ்𝑀Φ𝑞̈(𝑡) + Φ୘𝐶Φq̇(𝑡) + Φ୲𝐾Φ𝑞(𝑡) = 0
HvorvedÊviÊfårÊ(detÊerÊbareÊvoresÊmodaleÊmatricer)

𝑀෩𝑥̈(𝑡) + 𝐶ሚ𝑥̇(𝑡) + 𝐾෩𝑥(𝑡) = 0
UnderÊvoresÊantagelse,ÊatÊafÊdæmpningenÊerÊklassisk,ÊkanÊviÊskrive

൥
𝑚෥ଵଵ 0 0

0 ⋱ 0
0 0 𝑚෥௡௡

൩ ൥
𝑞ଵ̈(𝑡)

⋮
𝑞̈௡(𝑡)

൩ + ൥
𝑐̃ଵଵ 0 0
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0 0 𝑐̃௡௡

൩ ൥
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⋮
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൩ + ቎
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቏ ൥
𝑞ଵ(𝑡)

⋮
𝑞௡(𝑡)

൩ = 0ሬ⃗

ViÊharÊaltsåÊformåetÊatÊdekobleÊdifferentialÊligningerneÊ(deÊerÊaltsåÊikkeÊlængereÊkoblede,ÊfordiÊalleÊvoresÊmatricerÊerÊdiagonale),ÊforÊhverÊfriehdsgradÊkanÊviÊaltsåÊ
skriveÊenÊligningenÊderÊhedder

𝑚෥௝௝𝑞̈(𝑡) + 𝑐̃௝௝𝑞̇(𝑡) + 𝑘෨௝௝𝑞(𝑡) = 0 (1.6) ∀௝∈ [1, 𝑛]
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ViÊkanÊdeleÊligningenÊmedÊ𝑚෥௝௝

𝑞̈(𝑡) +
𝑐̃௝௝

𝑚෥௝௝
𝑞̇(𝑡) +

𝑘෨௝௝

𝑚෥௝௝
𝑞(𝑡) = 0

SåÊhvisÊviÊharÊklassiskÊdæmpningÊkanÊviÊaltsåÊdekobleÊligningerne,ÊogÊfindeÊbådeÊegenværdierneÊogÊdeÊdæmpedeÊegenværdier,ÊhvisÊviÊhuskerÊ(forÊunderæmpedeÊ
systemer)ÊVoresÊdæmpedeÊegenværdier erÊaltså:Ê,

{𝜆௝ , 𝜆௝ା௡} = −𝜁௝𝜔௝ ± 𝑖𝜔௝ට1 − 𝜁௝
ଶ

(1.7)

(altsåÊtoÊegenværdier,ÊdenÊeneÊdenÊkomlekstÊkonjugeredeÊdenÊanden)ÊogÊhvorÊÊHvorÊviÊharÊegenfrekvensenÊ(denÊudæmpedeÊvelÊogÊmærke)
DeÊuæmpedeÊegenfrekvenserÊkanÊdesudenÊregnetÊudfraÊdenÊdæmpedeÊegenÊværdiÊsom

𝜔௝ = ห𝜆௝ห (kun for underdæmpede, hvor |𝑎| betyder længden)

𝜔௝ = ඨ
𝑘෨௝௝

𝑚෥௝௝

OgÊdæmpningen

𝜁௝ =
𝑐̃௝௝

2𝑚෥௝௝𝜔௝

GodÊtilÊatÊfindeÊdæmpningsmatrice

HerÊerÊ𝜆௝ denÊ𝑗ᇱ𝑡𝑒 dæmpedeÊegenværdi.

EksempelÊpåÊdekobling.:

VIGTIGT!!Ê𝑞ଵ harÊintetÊmedÊ𝑥ଵ atÊgøreÊiÊdenÊforstand.Ê𝑞ଵ fortællerÊnogetÊomÊhvorÊmegetÊdenÊførsteÊegensvingningskonfigurationÊpåvirkerÊdenÊsamledeÊflytning,Ê𝑞ଶ

hvorÊmegetÊdenÊandenÊegensvingningskonfigurationÊbidragerÊtilÊdenÊsamledeÊflytningÊosvÊosv.Ê(jævnførÊ1.5).

LøsningenÊtilÊ(1.6)ÊerÊgivetÊsom

𝑞௝(𝑡) = 𝐴௝𝑒ି఍ೕఠೕ௧ cos(𝜔ௗ௝𝑡 − 𝜃௝)

AlternativtÊkanÊviÊskrive

𝑞௝(𝑡) = 𝑒ି఍ೕఠೕ௧ (Aଵ୨cos ቀ𝜔ௗೕ
𝑡ቁ+ 𝐴ଶ௝ cos(𝜔ௗೕ

𝑡))

HvorÊdenÊdæmpedeÊegenfrekvensÊerÊgivetÊvedÊÊ(IÊintervalletÊ𝜁௝ ∈ [0,1))

𝜔௝೏
= 𝜔௝ට1 − 𝜁௝

ଶ

ViÊharÊaltsåÊatÊ(forÊudæmpedeÊ/ÊukritiskeÊsystemer)

𝑥(𝑡) = ෍ 𝜙௝

௡

௝ୀଵ

𝐴௝𝑒ି఍ೕఠೕ௧ cos(𝜔ௗ௝𝑡 − 𝜃௝) = ෍ 𝑒ି఍ೕఠೕ௧ (Aଵ୨cos ቀ𝜔ௗೕ
𝑡ቁ+ 𝐴ଶ௝ cos(𝜔ௗೕ

)

௡

௝ୀଵ

)

DetÊerÊaltsåÊdenÊtotaleÊløsning,ÊfordiÊviÊsummererÊbidragetÊfraÊalleÊegensvingningskonfigurationerÊsammen.ÊΦ௝ forÊklassiskÊdæmpningÊerÊbareÊdenÊodæmpede.

SætningÊ1.1
ForÊklassiskÊdæmpningÊgælderÊdetÊat,ÊdeÊdæmpedeÊegenvektorerÊerÊligÊdeÊudæmpedeÊegenvektorer.

DefinitionÊ1.1:ÊModaldæmpningÊ(EnÊdæmpningsmodel)
ModaldæmpningÊer,ÊunderÊantagelseÊafÊklassiskÊdæmpningÊgivetÊved



𝐶 = ൫Φ୘൯
ିଵ

C෨Φିଵ

EftersomÊviÊharÊdefinitionÊ(1.4c)ÊharÊviÊaltsåÊforÊÊklassiskÊdæmpning,ÊhvilketÊerÊcool.Ê

𝐶 = ൫Φ୘൯
ିଵ

൥
2𝜁ଵ𝑚ଵଵ෦ 𝜔ଵ 0 0

0 ⋱ 0
0 0 2𝜁௡𝑚෥௡௡𝜔௡

൩ Φିଵ

Det må betyde at FOR KLASSISK DÆMPNING! 

𝐶ሚ = ൥
2𝜁ଵ𝑚ଵ෦ 𝜔ଵ 0 0

0 ⋱ 0
0 0 2𝜁௡𝑚෥௡௡𝜔௡

൩

HvilketÊsigerÊrimeligtÊfuckingÊsejtÊud.Ê(GodÊformel)

DefinitionÊ1.2:ÊRayleighsÊdæmpningsmodel
ErÊgivetÊved

𝐶 = 𝛼𝑀 + 𝛽𝐾

ViÊønskerÊatÊbestemmeÊdeÊ2ÊskalaererÊ𝛼 𝑜𝑔 𝛽. DetÊgørÊviÊvha.ÊafÊvoresÊegensvingningskonfigurationer.ÊViÊkanÊdeducereÊat

𝑐̃௝௝ = 𝛼𝑚෥௝௝ + 𝛽𝑘෨௝௝

ViÊhuskerÊatÊ

𝑐̃௝௝ = 2𝜁௝𝑚෥𝜔௝

OgÊfår
2𝜁௝𝑚෥𝜔௝ = 𝛼𝑚෥௝௝ + 𝛽𝑘෨௝௝

HvilketÊgiverÊos

𝜁௝ =
𝛼

2ω௝
+

𝛽𝜔௝

2

VigtigÊtilÊatÊfindeÊdeÊtoÊskalerer.

DelenÊmedÊalphaÊkaldesÊmasseproptional,ÊdelenÊmedÊbetaÊkaldesÊstivhedsproptional.

JoÊhøjereÊfrekvens,ÊjoÊmindreÊbidragerÊmassenÊtilÊvibrationenÊogÊjoÊmereÊbidragerÊstivhedsÊmassenÊtilÊvibrationen.

FølgesætningÊ1.1:ÊvedrørendeÊrayleighsÊdæmpningsmodel

RayleighsÊdæmpningmodelÊyderÊklassiskÊdæmpning.ÊDetÊbetyderÊaltså,ÊatÊsåfremtÊviÊbrugerÊden,ÊsåÊkanÊviÊdekobleÊvoresÊlignignsystemÊiÊ(1.1)Ê

KlassiskÊdæmpning
ForÊklassiskÊdæmpningÊgælderÊdetÊdesudenÊatÊ

𝜁௝ = −
𝑅𝑒൫𝜆௝൯

ห𝜆௝ห

HvorÊ𝜆௝ erÊdenÊdæmpedeÊegenværdi.ÊOgÊห𝜆௝ห = ට𝜁௝
ଶ𝜔௝

ଶ + 𝜔௝
ଶ൫1 − 𝜁௝൯

ଶ
= 𝜔௝

2


