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Indledende noter
Fra lektion 4: Harminske laster
Vi kiggede pa SDOF systemer from blev pavirket af en harmonisk ekstern last.
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For dette system har vi bevaegelsesligningen
mi(t) + cx(t) + kx(t) = Fy cos(Qut)
Lgsniningen til ligningen overover er givet ved
x(8) = xp(t) + 2, (1)
Den homogene Igsning har vi gennemgaet i lektion 2 og 3.
Den parikulzere Igsning er defineret som
xp(t) = B cos(Qt — )

Vi har desuden vores frekvensforhold

Viharnarr = 0, sa er Q = 0. Dette er vores

Og forsteaerkningsfaktoren
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En skitse af vores forstaerkningsfaktor
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Vi ser altsa at ved en hgj deempning, sa er forstaerkningsfaktoren lav. Jo hgjere de@mpningen er, jo mere

ude af fase bliver de to frekvenser ogsa, og sa bliver forstaerkningen lav.

Viser at for { = 0 (Det udeempede tilfeelde), far vi
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En skitse af dette
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Definitioner
Definition 1.1
Lad F(t) veere periodisk. Den mindste veerdi T € R, der tilfredsstiller at

F(t) = B+ Ty)

. . 2
Er den fundamentale periode. Den fundementale frekvens er givet ved wy = T—n
f

Definition 2.1
Dirac-delta-"funktionen" er givet som

t=1
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Og den overholder

f_ia(t —7)dt =1

Skitse af dirac-delta

Bemaerkning 2.1:
"Stamfunktionen" G (t — 7) til dirac delta functionen, er givet ved
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Skitse af stamfunktionen
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G kaldes enhedsstep funktionen (heaviside funktion)

Definitionen er impuls er noget der overholder dirac-delta funktionen



Dette vil resultere i, at omkring resonans, (altsa r = 1), sa vil flytningsamplituden vokse til uendeligt.
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Det betyder ogsa, det eneste der i den fysiske verden stopper flytningsamplituden for at ga helt amok,
nar vi har resonans, er altsa deempning.

Periodisk lastede SDOF systemer
Hvad, hvis F(t) ikke er harmonisk, men at den stadig er periodisk?

Harmoniske funktioner er blot en underkategori af periodiske systemer, her kigger vi pa alt andet.
Eksempler: (Se desuden definition 1.1)
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Safremt at vores eksterne last F(t) er periodisk, kan vi beskrive den vha Fourier serien

ag = )
F(t) ==+ ) (an coslwst} by, sin(nwyt))
2 nz=1 f f

Hvor for allen > 0, der geelder det at

2 (Tr
a, = T_ffo F(t) cos(wfti)

Og for alle n > 0 der geelder det at

2 (Tr
b, = —J- F(t) sim(a)fti).‘
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Med denne viden kan vi skrive bevaegelseslgningen for et SDOF system som

mi(t) + cx(t) + kx(t) = % + Z (an cosfwst} by, sin(nwyt))
n=1

Det pavirker ikke vores homogene Igsning, men det pavirker den partikulzere Igsning.

Den partikulaere Igsning til bevaegelsesligningen ma vaere (Grundet superposition)

5@ =x” + ) 10
n=1
Vi finder altsa alle partikulleere Igsning. For hvert led. Sé fgrst for bare % og sa for=

a; con(wft-} by sin(nwyt)) derefter a, con(wft-} b, sin(nwyt)) osv (uden foregdende led altsa)

(Kommer der en opgave med fourier til eksamen, sa kommer der maks til at vaere 1 eller 2 led af fourier
serien)

2. Impulsbelatede SDOF-systemer
Se definition 2.1 pa for den matematiske definition

Rent fysisk:
Et impuls er en aktion, der forekommer/virker over "meget kort" tid. En skitse kunne se saledes ud:

{) At= ti"t\
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Formaliseringen er givet ved (impuls er defineret som)

7}
= ft F(O)dt
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Ved brug af denne definition, kan vi skrive vores bevaegelsesligning

tz tz tz tz
mjép(t)dt +f C)Zp(t)dt + J‘ kxp(t)dt = J‘ F(t)dt =1
ty ty t

t1 1

Vilader At —» 0

Det ma betyde at flytningen bliver meget lille, (og nar man integrerer hastigheden far man ogsa flytning, sa 2 af
vores led giver 0) Vi far

. t, . _ . t, _
limas,g ftl cxp(£)dt = 0 og limy,_o ftl kx,(t)dt = 0
Hermed fas at
tz
fmm [ =1
Hvilket giver os
fimm (e~}
Vilader Ax, = x,(t;) — %, (t1)
Vi far altsa
. . 1
lim Ax, = —
At—0 m
Dette indikerer, at opfgrsel af et impuls, svarer til at lave en abrupt aendring i hastigheden. Nar vi pafgrer et
impuls nar impulset virker over meget kort tid, sa svarer den last til, at vi @endrer abrupt i hastigheden (men ikke i
flytningen)
F.eks., hvis t; = 0, sa fglger det at
mi, (t) + cx, + kx,(£) =0

Sa det svarer egentlig bare til at vi har en begyndelseshastighed

x%p(0) = 0,4,(0) =
(Bemeerk at det KUN er den partiuklere flytning ikke er 0, der kan altsa stadig godt veere en start flytning, der
ikke er 0, som manifisterer sig i den homogene Igsning) Sa vi kan altsa analysere det som veaerende et system
uden ekstern last, men med en start hastighed. Altsa fri svingning af et deempet system.

Til vores partikulaere system har vi altsa lgsningen
xp(t) = e759nt(A; cos(wqt)) + 4; sin(wgt) = Ae =5t cos(wqt — 6)
Martin udleder at 4; = 0

Vi far altsa
xp(£) = Aze~¢@nt sin(wgqt)
. . . . . I
Ved at differentiere dette og insatte vores begyndelsesbetingelsen ,(0) = b
Vi far at

1

A, =
27 mw,

Sa Igsningen bliver slutteligt

x,(8) = e~$@nt sin(wqyt)

mwgy

Denne Igsning ser saledes ud:

Xolk)

Safrem atat 0 < { < 1 bliver den fuldsteendige lgsning

x(t) = Ae=$®nt cos(wqyt — 6) + e~$@nt sin(wgyt)

mwg
Og her vil man bare finde A og 6 udfra begyndelsbetingelser.

Hvis impulset virker ved tiden 7, far vi



0, t<tT

= I
() UL ~tont sin(wgt), t=7
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Med afset i dette introducer vi impulsresponsfunkctionen

0, t<t

Ht-D={1
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Denne er det respons der kommer (den partiukulaere Igsning der vil forkomme) hvis den eksterne last er et
impuls der har stgrrelsen lige ngjagtigt 1

e $onltDsin(we(t —1)) t=T

Den partiukulaere Igsning kan altsa skrives

0, t<TtT
() = {H(t -0, t=1

3. Generelt belastede SDOF-systemer
Lad os kigge pa et generelt belastet SDOF system

Vi har altsa at
Ax, (t;) = H(t — t;)F(t)At
| dette lille stykke, der vil impulset vaere F (t;)At

Vi har nu et lille stykke vi kan beskrive som et impuls. Vi summerer bare op over disse, og laver mange sma stykker

2 (tn) = Z H(t — £)F(¢)At

i=1
Nu ggr vi det bare over meget sma tidsaendringer, At — 0, det betyder atn — oo

Sa vi far altsa

t
xp(t) = fo H(t —1)F(t)dt

Dette kalder vi Duhamels integrale. Er ret sikker pa t er tidspunktet impulsen rammer?



